Interrogation n°8 — Corrigé (sujet A)

Exercice 1. Soitn € N*. Montrer que I'application ¢ définie pour tous P,Q € R, [X| par :
¢(P.Q) =) P(k)Q(k)

est un produit scalaire sur R,, [X ] .

Corrigé

e Montrons que @ est symétrique. Soit P,Q € R, [X].
¢(Q,P) =} Q(k)P(k) =} P(k)Q(k) = ¢(P,Q)
e Montrons que @ est bilinéaire. Soit P, P, € R, [X] et o, f € R.

o(aP +BP,0) = Zn: [aPy + BP] (k)Q(k)
k=0
2 oy (k) + BPy(K)] O()
—a Y PR+ B Y Pa(k)OK)
k=0 k=0

= a(P(Pl,Q) +[3(P(P27Q)
Ainsi, @ est linéaire en sa premiere variable et par symétrie, ¢ est bilinéaire.

e Montrons que ¢ est positive. On a ¢ (P, P) Z P(k 2 >0 car P estun polyndme réel.

e Montrons que ¢ est définie. On suppose que @ (P, P) Z P(k)” = 0. Or, c’est une somme de termes

positifs : si la somme est nulle, chaque terme est nul. A1n81,
P(0)>=...=P(n)>=0 donc P(0)=...=P(n)=0
Cela entraine que P admet n + 1 racines réelles. Comme P est de degré n, on en déduit que P = 0.

Finalement, ¢ est bien un produit scalaire sur R, [X].
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Exercice 2. Soit f un endomorphisme d’un espace euclidien E. On suppose que

Vx,yeE  (f(x)[y)=]f()

ol (u | v) désigne le produit scalaire de deux vecteurs u et v de E.
1) Montrer que Im f C Ker (f)*.
2) En déduire que Im (f) = Ker (f)*.

Corrigé

1) Soity € Im (f). Montrons que y € Ker (). Soit u € Ker (f). Il suffit de montrer que (y | «) = 0. Comme
y € Im (f), il existe x € E tel que y = f(x). On a donc

)
Ol = (£(x) [ w)
= (x| f(u)) par I'’hypothese sur f
=(x|0g) carueKer(f)
=0g

Doncy € Ker (f)*. D’ott Im f C Ker (f) par arbitraire sur y.
2) Onadéjaune inclusion parla question précédente. Pour conclure, il suffit de montrer que dim(Im (f)) =
dim (Ker (f )L> . Or, d'une part, par le théoréme du rang, on a

dim (Im (f)) = dimE — dim(Ker (f))
et d’autre part, on a aussi, puisque E est euclidien :
dim (Ker (f)L> = dimE — dim(Ker (f))

D’oti les deux dimensions sont bien égales et on conclut a I’égalité.
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Exercice3. Soit £ un espace préhilbertienréel et f : E — E une application quelconque (pas nécessairement
linéaire). On suppose que

VeyeE  (f(x) [ f() = (x]y)
out (u | v) désigne le produit scalaire de deux vecteurs u et v de E.

1) Montrer que pour tout A € R et toutx € E, le vecteur f(Ax) — A f(x) est nul. On pourra utiliser la norme
euclidienne.

2) Montrer que f est linéaire.

Corrigé
1) Ona
1F(Ax) = AL = (£ = 2(F(Ax) | A£ (%)) + 1A £ ()1
=(f(4 )If(/lx)) 20(f(Ax) | f(x)) + (Af(x) | Af(x))
= (Ax | Ax) =24 (Ax | x) + A2(f(x) | f(x))
= A2(x | x) = 2A%(x | x) + A% (x| x)
=0g

Ainsi, f(Ax) —Af(x) =

2) Soitx,y € E.D’apres la question précédente, il suffit de montrer que f(x+y) = f(x) + f(y). On s’inspire
de la question précédente :

£ Cety) = [F) + FONP = I G+ P =2(f(x+y) | £x)+ £O) + L F () + £

Or,ona:
£+ = (Fx+) | fx+Y))
= (x+y[x+y)
=(x+y[x)+(x+yly)
= (x[x)+2(x[y)+ )
1F () + fOIIP = (F@) + £ ) | F(x) + ()
= () [ f)+2(f(x) [ fO)+(fB) | £()
= (x|x)+2(x[y)+O|y)
et enfin

(fx+y) [ f)+f0) = (fx+y) | f(0)+(fx+y) [ ()
=(x+y|x)+x+yly)

= (x|x)+2(x[y)+Oy)

Ainsi, ces trois quantités sont toutes égales, de sorte que si on note M cette valeur, alors
2
If(x4+y) = [f &)+ fWII" =M —=2M+M =0
Ainsi, f(x+y) = f(x) + f(y)-
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Interrogation n°8 — Corrigé (sujet B)

Exercice 1. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Pour toutes matrices A et B de M, (R), on pose :
(A|B)=Tr(A"B)

1) En explicitant [ATB] pour tous i, j € [1,n], vérifier que pour toutes matrices A et B € M,(R) ona:
ij

A|B)= ), AijBi;
1<i,j<n

2) Montrer que (A,B) — (A | B) est un produit scalaire sur M, (R).

Dans la suite, on note H le s.e.v. des matrices de trace nulle.
3) Justifier que H est un hyperplan de M, (R).
4) Montrer que Vect(l,) C H.
5) En déduire que H = Vect(1,,).

6) On note U la matrice dont tous les coefficients valent 1. Décomposer U en la somme d'une matrice de
H et d’une matrice de H-.

7) En déduire la distance de la matrice U au s.e.v. H, notée d(U,H).

Corrigé

n n
1) [ATB] =Y (AT)aByj =Y ABy;. On en déduit que
k=1 k=1

BN
_'
=)

(A[B)=Tr(A B)
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M= Ip= =
M= =
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(k est devenu i, i est devenu j)

~
I
—_
~.
I
—_

= AijBij
1<i,j<n

2) Montrons la symétrie : pour tous A, B € M, (R),

(BlA)= ) BijAij= ) AiBij=(A|B)
1<i,j<n 1<i,j<n
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Montrons la bilinéarité : pour tous Aj,A, € M,(R),eta,f €R:

(aA1+BAy | B) =Tr ( QA +BA2 )
—Tr (ocAT +[3A2) )
—Tr (ocAlTB +BAT B>
= oTr (A{ B) + BTr (A, B)
= a(A | B)+ (A2 | B)
D’oti la linéarité selon la premiere variable. On en déduit la bilinéarité par symétrie. Montrons la
positivité :

AlA)= Y A};>0
1<i,j<n

et enfin, si on suppose que (A | A) = 0, alors comme on a une somme de termes positifs qui est
nulle, cela entraine que A,% j=0pourtousi,je [1,n]. Donc A; ; = 0, ce qui entraine que A est nulle.
Finalement, I’application est bien un produit scalaire.

3) La trace est une forme linéaire sur M,,(K), qui est non nulle (par exemple Tr (1,) = n # 0). Ainsi, H est
le noyau d’'une forme linéaire non nulle : c’est un hyperplan.

4) Soit M € Vect(I,). Montrons que M € H™. Soit A € H. Il faut donc montrer que (M | A) = 0. Or, comme
M € Vect(1,), il existe A € R tel que M = A1,,. Alors

(M| A) = (AL, | A) = A(I, | A) = ATt (I A) = AT (I,A) = ATt (A) =0

car A € H. Ainsi, on a bien M € H*. D’ol1 Vect(l,) C H* par arbitraire sur M.

5) OnadimVect(l,) = 1et
dimH*' = dim M, (R) —dimH =n> — (n* —1) = 1

Ainsi, on adimH L = dimVect(l,,). Comme on a déja montré une inclusion, ces deux s.e.v. sont égaux.

6) On pose

0 1

1

On remarque que U = I,, + V. De plus I, € Vect(l,,) donc I, € H = par la question précédente. Par
ailleurs, V € H car Tr (V) = 0. Ainsi, on a obtenu la décomposition voulue :

u=1, + V
cHt eH
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7) On note py le projecteur orthogonal sur H. Par ce qui précede, on a py(U) = V. Ainsi, :
d(U,H) = U = pu(U)]

=lu-V]

= [l
= V <Inaln>
=/Tr (1) I,)
=/Tr (1)
=[n
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Exercice2. Soitn € N*, xq,---,x, des réels strictement positifs tels que x; + ... +x, = 1.

.) .
2) Rappeler le résultat de I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour ce produit scalaire pour deux vecteurs
v,z € R".

3) Montrer que :

1) Rappeler I'expression du produit scalaire canonique sur R”, qu’on notera (+

LA |
Lz

Donner une condition nécessaire et suffisante sur xy,- - - ,x, pour qu'on ait égalité.

Corrigé

1) On munit R" du produit scalaire canonique défini pour tous y,z € R" par :
n
v 2) Z YkZk
k=

2) Linégalité de Cauchy-Schwarz entraine que |(y | z)| < |[y|| x ||z|]| avec égalité si et seulement si (y, z)
est liée.

3) En passant au carré dans 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient de maniére équivalente :

2 2
12> < Iyll* > Jlll

1 1
Onposey = (\/x1, - ,v/X etz:(—,---,—),desorte ue
2

2
n
]2 ZYka =Y 1 =
k=1

Iyl = Zyk Zxk =1

d’ou I'inégalité de Cauchy-Schwarz se réécrit :
2 2 v v !
<t =Y a=) —
k=1 k=1%k

et on en déduit le résultat voulu. Enfin, il y a égalité si et seulement s’il y a égalité dans 'inégalité de
Cauchy-Schwarz, i.e. si et seulement si (y, z) est liée. Ainsi, comme y et z sont non nuls, cela revient a
dire qu'il existe A € R tel que

y=Az

A

—Vke[l,n] x=A
Cela revient a dire que les réels x; sont tous égaux au méme réel A (strictement positif). Comme par
n

ailleurs Z x; = 1, celarevient a dire que
k=1

S| =

X]=...= X, =

G. Peltier 717



